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APSTRAKT

Slobodno se moze re¢i da je drugu polovinu dvadesetog vijeka na finansijskim trzistima obiljezila pojava Black-
Scholes-ove parcijalne diferencijalne jednacine za vrednovanje finansijskih derivata. Tako naizgled jednostavna
jednacina naglo je promijenila istoriju finansijskih trzista i doprinijela snaznom razvoju kako trzista opcija tako i trzista
ostalih finansijskih instrumenata. Shodno tome, vremenom su se razvile i osnovne mjere osjetljivosti cijena opcija u
odnosu na promjene vrijednosti veli¢ina koje uti¢i na njihovu cijenu. Ove mjere osjetljivosti u literaturi su poznati pod
nazivom "Grei", posto se obiljezavaju slovima grékog alfabeta, a njihova znacajnost ogleda se u tome $to se aktivno
koriste prilikom formiranja strategija zastite od rizika. U radu je pojedinacno obradena svaka od mjera rizika uz
kori$¢enje simulacije u programskom paketu MATLAB, te prikazan nacin kako investitor moze obezbijediti zastitu
svog portfolija sacinjenog od opcija.

Kljuéne rijeci: Black-Scholes-ov model, mjere osjetljivosti cijene opcije, gréka slova, strategije zastite
ABSTRACT

It can be said that the second half of the twentieth century in the financial markets was marked by the appearance of the
Black-Scholes partial differential equation for the valuation of financial derivatives. That seemingly simple equation
abruptly changed the history of financial markets and contributed to the strong growth of both option markets and other
financial derivative markets. Consequently, over time, there have been developed the basic measures of option price
sensitivity relative to changes in the value of parameters affecting their price. These sensitivity measures in the
literature are known as the “Greeks”, as they are marked up with the letters of the Greek alphabet, and their importance
is reflected in the fact that they are often used to help forming hedging strategies. In the paper, each measure of risk is
individually processed with the use of simulation in MATLAB, and showed how investors can ensure the protection of
their portfolio consisting of options.

Key words: Black-Scholes model, measures of option price sensitivity, greek letters, hedging strategies

uvoD

Jedan od najvaznijih rezultata na polju finansijske nauke jeste pojava modela za vrednovanje finansijskih
derivata koji su prvi put 1973. godine predstavili Fischer Black i Myron Scholes u svom radu The Pricing of
Options and Corporate Liabilities. Ta¢na matematicka formulacija modela kojim se upjelo postici zatvoreno
analiticko rjeSenje za vrednovanje opcija donijela je potpuni preokret u nac¢inu vrednovanja svih finansijskih
instrumenata. [ako se zasnivao na odredenom broju nerealnih pretpostavki, model je ipak doprinio snaznom
razvoju finanijskih trzista i postavio osnovu za dalja istrazivanja na polju vrednovanja opcija. Stoga postoji
potreba da se u finansijskoj literaturi poseban znafaj posveti izuCavanju samog modela, njegovim
karakteristima i pretpostavkama na kojim se zasniva.

Black-Scholes-ov model prati eksplicitno sljedece pretpostavke [Black and Scholes, 1973]:

e nepostojanje moguénosti arbitraze na trzistu,

e postoji jedna kamatna stopa koja je bezrizicna i po kojoj se mogu pozajmljivati neograni¢ene koli¢ine
novca i u najjednostavnijem slucaju ona je konstantna velicina,

e nema transakcionih troskova,

e osnovna aktiva (akcija) ne obezbjeduje isplatu dividende za vrijeme trajanja opcije,
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e trgovina hartijama od vrijednosti odvija se u kontinuiranom vremenu,

o polazi se od pretpostavke da se radi o opcijama evropskog tipa,

e cijena akcije prati geometrijsko Brown-ovo kretanje sa konstantnim driftom i volatilno§¢u i ima
lognormalnu raspodijelu.

Prvobitni Black-Scholes-ov model dao je dvije formule za vrednovanje opcija: jedna za utvrdivanje cijene
evropske call opcije, a druga za utvrdivanje cijene evropske put opcije.

C(t,s)=5,N(d, )— Ke "™N(d,) (1.1)
P(t,S)=Ke ""IN(-d,)-S,N(-d,) (1.2)
gdje je
4 Iog(%)+(r+f’72XT ~t)
)
log>: )+ {r — 2= T —t)
d, =—K a\/T__Zt —d, —oJT -t

S; — cijena akcije u trenutku t

K — cijena izvrSenja

o — volatilnost cijene vezane imovine (akcije)
I — bezrizicna kamatna stopa

T - t—vrijeme do dospijeca opcije.

Funkcija N(x): J'ﬁe’“?du je kumulativna funkcija distribucije za standardizovanu normalnu raspodjelu.

S{N(d,) je vrijednost aktive (akcije) u trenutku t, a Ke "IN (d2 ) je sadasnja vrijednost cijene izvrSenja, pod
uslovom da je opcija izvrsena.

Postojanje analitickog rjeSenja za cijenu evropske opcije omoguéava nam da analiziramo kako se cijena
opcije mijenja kao rezultat promjene nekog od rizi¢nih faktora (cijene vezane imovine, volatilnosti itd.).
Ovakva analiza je korisna iz razloga $to promjena cijene opcije takode vodi i promjeni rizika same opcije.
Prirodni indikatori osjetljivosti cijene opcije su parcijalni izvodi po svakom od rizi¢nih faktora koji se u
literaturi obiljeZavaju grékim slovima i poznati su pod nazivom Grei (the Greeks).

Uz izuzetak vega (koje nije grcko slovo), svaka mjera rizika je predstavljena drugacijim slovom grckog
alfabeta.

DELTA
Delta opcije se definie kao promjena cijene opcije prouzrokovana promjenom cijene vezane imovine:
a=o,f =0
0S,
gdje je f cijena opcije, a S, cijena vezane imovine.
Prije nego §to izraGunamo vrijednost delta potrebno je pronacéi sljedece parcijalne izvode: a’:;((jdl) i
1

oN(d,)

od,

_a

oN(d,) _ 1 o2 (2.1)
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Za evropsku call opciju vrijednost delta je:
ng =N+ s, N g N(,)

t

os, as, as,
— N(d1)+ St aN(dl)a_dl_ Ke—r(T—t) aN(dZ)ad_Z
ad, 6s, od, oS,
1 4 1 1 45 1
=N(d,)+S e 2 —Ke T _—_e72 Dl =
(l) t\/ﬂ S;ovVT -t \/ﬂ K S;oVT -t
1 4 1 i
=N(d,)+S 2 e =N(d,) (2.3)

e — -§, — -
''S,04/27(T 1) ''S,0427(T 1)

Vrijednost delta za call opciju kreée se u intervalu:

0<Ac<1

Delta ¢e teziti ili biti jednaka jedinici ako je opcija duboko u novcu (in the money), dok ¢e, s druge strane,
zauzimati vrijednost nula, kada se opcija nalazi daleko izvan novca (out of the money).

Analogno, dobijamo vrijednost delta za evropsku put opciju:

Ap zﬁz Ke"(T-1) 8N(—d2)_ N(— dl)_st 8N(_ dl)
oS, oS, S,
ke T 01— N(d, )) od, _@-N(d,))-s, o(1-N(d,)) od,
ad, a8, od, oS,
s 1 1 %
=—Ke 0 _—_¢ 7 2Lt —(L-N(d,))+S, ——e
ot KE s UTN@DS et e

=-S 1 e’Tl_‘_N(dl)_l_,_St;e’Tl =N(d1)—1 (2.4)

Za put opciju delta ¢a se kretati u intervalu:

-1<A; <0

U slucaju put opcije delta Ce teziti ili zauzimati vrijednost -1 ako je opcija duboko u novcu (in the money),
odnosno njena vrijednost bi¢e jednaka nula kada je opcija daleko izvan novca (out of the money).

a) b)
Grafik 1: Delta evropske a) call i b) put opcije zasnovana na Black-Scholes-ovom modelu kao funkcija cijene
vezane imovine i roka dospijeéa. Parametri su: izvrsna cijena K = 2, volatilnost ¢ = 0,4 i kamatna stopa r = 0,05.

Delta strategija zastite
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Posjedovanje portfolija koji sadrzi opciju na neku vezanu imovina (akciju), nosi u sebi i odredeni nivo rizika.
Tacnije, sama opcije izlozena je riziku promjene cijene kao funkcije vremena i funkcije cijene vezane
imovine (akcije). Strategija zastite od rizika podrazumijeva smanjivanje izloZenosti riziku ili njegovo
potpuno eliminisanje. U okviru delta strategiji zastite, investitor koji posjeduje opciju nastojace da smanji
rizik portfolija prouzrokovan promjenom cijene vezane imovine. Zastitu od rizika, za male promjene u cijeni,
moze posti¢i zauzimanjem duge ili kratke pozicije na vezanu imovinu. Izbor duge ili kratke pozicije zavisice
prvenstveno od toga kakvu poziciju zauzima na call ili put opciju. Kada su promjene u cijeni vezane
imovine vece, delta strategija zastite postaje mnogo kompleksnija.

Razmotrimo slucaj da investitor prodaje call opciju na neku rizi¢nu aktivu (akciju) i u isto vrijeme investira u
direktnu kupovinu te iste aktive (akcije). Drugim rije¢ima, investitor zauzima kratku poziciju na opciju i
dugu poziciju na riziénu aktivu. Prodavajuci call opciju, investitor ocekuje da ¢e do¢i do pada cijene vezane
imovine, jer se cijena opcije smanjuje kada cijen vezane imovine opada. S druge strane, zauzimanjem duge
pozicuje na vezanu imovinu, investitor o¢ekuje da dode do rasta njene cijene. Na ovakav nacin investitor
dostize tacku neutralne delta strategije i u mogucnosti je da se u potpunosti zastiti od rizika promjene cijene
rizicne aktive. U nastavku ¢emo dati odgovor na pitanje koliko jedinica rizi¢ne aktive (akcija) investitor
mora posjedovati u svom portfoliju da bi zastitio kratku poziciju koju zauzima na call opciju.

Pretpostavimo da se portfolio sastoji od odredene koli¢ine rizi¢ne aktive S; i kratke pozicije na call opciju
¢iju cijenu ¢emo, u trenutku t, oznaciti sa f(t, S;). Vrijednost portfolija ¢e iznositi:
V(t,S,)=aS, - f(t,S,) (2.5)

U cilju postizanja delta neutralnog portfolija namec¢e nam se sljedeci uslov koji mora biti zadovoljen:
oV(t,s)=0

Postujuci navedeni uslov, iz izraza (2.5) dobijamo vrijednost za parametra «, :
o, =0, f(t,s)
§to je u literaturi poznato kao delta strategija zastite, s obzirom nato dase o, f (t, S) obi¢no naziva delta.

Parametar o; nam ukazuje koliku koli¢inu rizicne imovine investitor mora kupiti (prodati) u okviru svog
delta-zastitnog portfolija. Ako parametar &, ima pozitivnu vrijednost to znac¢i da investitor ulaze u kupovinu
rizi¢ne aktive, dok negativna vrijednost parametra o; ukazuje na njenu prodaj. U sluéaju da investitor zeli
zastiti kratku poziciju na call opciju (ili dugu poziciju na put opciju) parametar o; ¢e se kretati u intervalu od
0 do 1, dok ¢e prilikom zastite duge pozicije na call opciju (ili kratke pozicije na put opciju) parametar oy
zauzimati vrijednost iz intervala od -1 do 0.

GAMMA
Gamma opcije pokazuje koliko ¢e se promijeniti delta opcije ako se cijena aktive promijeni za 1 n.j.
Matematicki predstavlja drugi izvod cijene opcije ili prvi izvod delta opcije po cijeni vezane imovine

(akcije). Vrijednost gamma za call i put opciju je uvijek pozitivna i njihova vrijednost je ista.

Za evropsku call i put opciju vrijednost gamma je:

2
9
2

L 0 _oC :6N(dl):8N(dl)%: 1 e (3.1)
© o Bs, oS? S, od; 0S; 2z S,oWT -t

a?
r _0Ap _ 8P _oN(d;) _oN(d)od, 1 e (3.2)

&S, oSt oS, od, S, 2z S,o4T —t

Vrijednost gamma tezi nuli kada se opcija nalazi izvan novca ili u novcu, dok svoje maksimalne vrijednosti
dostize kada je opcija na novcu i §to je period dospijeca opcije kraéi.
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Grafik 2. Gamma evropske call i put opcije zasnovana na Black-Scholes-ovom modelu kao funkcija cijene
vezane imovine (L5< S, < 2.5) i roka dospijeca (0.05<T <1). Parametri su: izvrsna cijena K = 2, volatilnost

o = 0,4 i kamatna stopa r = 0,05.
Delta-gamma strategija zastite

Posto veza izmedu cijene opcije i cijene vezane imovine nije linearna, delta neutralna strategija zastite je
korisna samo ukoliko su promjene u cijeni vezane imovine male. Za veée promjene cijene vezane imovine
neophodno je koristiti delta-gamma strategiju zastite.

Kratka ili duga pozicija koja se zauzima na vezanu imovinu u okviru delta strategije zastite nije dovoljna da
bi se portfolio u potpunosti zastitio od promjene njene cijene, jer gamma takvog portoflija je jednaka nuli.
Stoga je neophodno u takav portfolio ukljuciti neki finansijski derivat kao §to je opcija, ¢ija cijena nije
linearno zavisna od cijene vezane imovine.

Pretpostavimo da investitor prodaje opciju f(t,S,) i Zeli da zastiti kratku poziciju investiranjem u kupovinu
rizi¢ne aktive (akcije) i u kupovinu nekog finansijskog derivata g(t, S, ). Vrijednost portfolija ¢e iznositi:

V(t'St)z_f(t’St)+atSt +ﬂtg(tist) (3.3)

U cilju postizanja imunizacije porfolija moraju biti zadovoljeni sljede¢i uslovi:
oV (t,s)=0,0,V(ts)=0 (3.4)

Postujuéi navedene uslove, iz izraza (3.3) dobijamo sistem jednacina:
—0,f+o, +$,0,9=0
— 0O f + 5,049 = 0

Rjesavajuci navedeni sistem jednacina dobijamo vrijednosti za parametare «, i f;:
5 0s1() 0,15
=

8ssg(t’st) , 8ssg(t’st)
§to je u liteaturi poznato kao delta-gamma strategija zastite [Pascucci, 2011, p. 247].

atzasf(t,st)— ng(t,St),

THETA

Theta predstavlja stopu opadanja vrijednosti opcije prouzrokovane protekom vremena, $to se matematicki
moze izraziti na sljede¢i nacin:
o of o(T-t) of

Ta oT-t) a a(T —t)

Vrijednost theta za call opciju na akciju ¢e iznositi:
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Analogno, dobijamo vrijednost theta za put opciju:
oS, oN(d,) -
@p =———t_ T rKe TTUN(-d
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e
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S
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a) b)
Grafik 3. Theta evropske a) call i b) put opcije zasnovana na Black-Scholes-ovom modelu kao funkcija cijene
vezane imovine (1.5 <S§; < 2.5) i roka dospijeca (0.05 <T< 1). Parametri su: izvrsna cijena K = 2, volatilnost

o = 0,4 i kamatna stopa r = 0,05.

Theta uvijek ima negativnu vrijednost za sve opcije na akcije koje ne obezbjeduju isplatu dividende za
vrijeme trajanja opcije. Za theta se ponekad koristi i termin vremensko propadanje vrijednosti opcije.
Ukoliko su ostali parametri konstantni, opcija ¢e gubiti na svojoj vrijednosti kako se njen rok dospijeca
priblizava. Kada je cijena vezane imovine mala, odnosno kada je opcija van novca, theta tezi nuli. Za opcije
na novcu, theta ima veliku negativnu vrijednost. Kako cijena vezane imovine raste, theta tezi isnosu

—rKke (™1,

Theta nema funkciju parametra zaStite porfolija, kod §to je to sluCaj sa detla, iz razloga $to postoji
neizvjesnost u pogledu buduceg kretanja cijene vezane imovine, dok u pogledu proteka vremena nema
nikakve neizvjesnosti. Stoga je razumljivo da ¢e investitor nastojati da se zastiti od promjene cijene vezane
imovine, ali ne i od uticaja proteka vremena na samu opciju.

Odnos izmedu delta, theta i gamma

Prema Black-Scholes-ovoj parcijalnoj diferencijalnoj jednadini, vrijednost portfolija koji se sastoji od jedne
opcije bice jednaka:
202 2
M, o?STON gV
at 2 852 S
odnosno, ako uvrstimo da je V, =C,, dobijamo:
oC o?S? 6°C aC
—+ +1S—=
at 2 052 S

rv,

rC (4.3)
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Izraz (4.3) moze se prikazati u funkciji faktora delta, theta i gamma, tako da se jasno uocava da izmedu ova
tri faktora postoji odredena veza:

©+rS,A+ %ozsfr =1C, (4.4)
Za delta neutralni porfolio izraz (4.4) svodi se na:
IS, A+ Eazsfr =rC,

2

Sto pokazuje da su gamma i theta uvijek razli¢itog predznaka. Kada je theta pozitivno, gamma ¢e zauzimati
negativne vrijednosti i obrnuto. To objaSnjava zasto se theta Cesto koristi u funkciji procjene vrijednosti
faktora gamma.

VEGA

Do sada smo pretpostavili da je volatilnost vezane imovine (akcije) konstantna veli¢ina. U praksi, volatilnost
se vremenom mijenja. To bi znacilo da je vrijednost finansijskog derivata osjetljiva na promjene volatilnosti,
na isti na¢in kao $to je osjetljiva na primjenu cijene vezane imovine ili protek vremena [Hull, 2012, p. 393].

Vega kao mjera osjetljivosti cijene opcije u odnosu na promjenu volatilnosti vezane imovine matematicki
predstavlja prvi izvod cijene opcije po parametru volatilnosti.

v=0,f =ﬂ
oo

Za evropsku call opciju vrijednost vega je:

aCy S 8N(dl)_ Ke"(T-t) 6N(d2) -5 N(dl)%_ Ke (1) 6N(d2) ad,

Ve =—=5, =

oo oo oo Y od, oo od, oo
d12 % St o?
s 1 5 a?(T -t) —[Iog?+(r+7XT —t)NT -t
Vor o?(T -t)
2 S, ol f 42
_ Ke_r(T_t) 1 eidTI ier(T_t) . _ [Iog? + (r + TXT _t) Tt = St —1 9771 \/T —t (51)
NGy K o?(T -1) Vor
Analogno, dobijamo vrijednost vega za evropsku put opciju:
1 %
Ve =S, ——e 2T -t 5.2
P =St (52)

Vega opcije je uvijek pozitivno i njena visoka apsolutna vrijednost ukazuju da je vrijednost portfolija jako
osjetljiva na male promjene u volatilnosti. S druge strane, niska vrijednosta vega ukazuju da promjene
volatilnosti nemaju veliki uticaj na vrijednost portfolija [Hull, 2012,393]. Vrijednost vega je mala ako se
opcija nalazi daleko u ili izvan novca, dok je njena vrijednot maksimalna kad je opcija na novcu i §to je rok
dospijeca opcije dalji.

Grafik 4. Vega evropske call i put opcije zasnovana na Black-Scholes-ovom modelu kao funkcija cijene vezane
imovine (1.5 <§ < 2.5) i roka dospije¢a (0.05< T <1). Parametri su: izvrina cijena K = 2, volatilnost & = 0,4 i
kamatna stopa r = 0,05
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Delta-vega strategija zastite

Sliéno kao i kod delta-gamma strategije zastite polazi se od istog argumenta kako bi se portfolio zastitio od
promjene vrijednosti kao rezultat promjene parametra volatilnosti. Odnosno, da bi se postigla delta-vega
zaStita portfolija potrebno je ukljuciti jos jedan finansijski derivat ¢ija cijena zavisi od cijene vezane imovine.
Osnovna pretpostavka Black-Scholes-ovog modela je ta da je volatilnost konstantna veli¢ina, tako da delta-
vega strategija zastite o¢igledno izlazi iz okvira samog modela [Pascucci, 2011, p. 247].

Razmotri¢emo portfolio iz izraza (3.3) i uveS¢emo uslove delta i vega neutrealnosti portfolija:

oVv=0, 0,V=0

Postujuci navedene uslove, iz izraza (2.3) dobijamo sljedeci sistem jednacina:

-0, f +a, +4,0,0=0

-0, f+a,0,S,+,0,9=0

Uzimajuéi u obzir da je 8,S, =S, (W, —ot), rjesavanjem prethodnog sistema jednacina lako se moze doéi do
vrijednosti parametara o, i S, koji predstavljaju delta-gamma strategiju zastite portfolija [Pascucci, 2011, p.
247].

Portfolio koji je gamma neutralan ne mora ujedno biti vega neutralna i obrnuto. 1z tog razloga, ako se u isto
vrijeme Zeli posti¢i gamma i vega neutralnost portfolija, potrebno je u takav portfolio ukljuciti jo§ najmanje
dva finansijska derivata ¢ija cijena nije linearno zavisna od cijene vezane imovine [Kozubikova, 2005, p. 9].

RHO

Rho je jedan od faktora koji investitorima ukazuje na rizik portfolija prouzrokovan promjenom kamatne
stope. Matematicki predstavlja prvi izvod cijene opcije po kamatnoj stopi i moze se izraziti na sljedeci nacin:
of
=0, f=—
P=0; or
Drugim rije¢ima, rho je mjera osjetljivosti porfotlija na promjenu kamatne stope.

Vrijednost rho za evropsku call opciju ¢e iznositi:

oC oN(d i L ON(d
Pc = art =S, a(r 1)+(T—t)Ke r(T ‘)N(dz)—Ke r(T-t) a(rz)
_s, 5N(d1)ﬂ+(-|- )Ke"TIN(d, ) - KeTV N(d,)éd,
od, or od, or
1 T -t ol 1 S o T -t
=S —¢ ( - J+(T—t)Ke TIN(d,)-Ke ™ ”[—@e z?te<T 0}[—0_ ]
=(T -t)Ke "IN, ) (6.1)

Analogno dobijamo vrijednost rho za evropsku put opciju:

pe =T ~t)Ke""IN(-d,) (62)
Za evropsku call opciju rho je uvijek pozitivno, dok je za evropsku put opciju negativno, $to se jasno moze
uoditi iz izraza (6.1) i (6.2). 1z toga se zakljucuje da kako kamatna stopa raste, cijena call opcije takode raste,

dok cijena put opcije opada.

Rho, kao ni theta, ne koristi se kao parametar koji je u funkciji formiranja strategije zastite portfolija, jer
Black-Scholes-ov model podrazumijeva da je kamatna stopa konstantna velicina.
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Grafik 5. Rho evropske a) call i b) put opcije zasnovana na Black-Scholes-ovom modelu kao funkcija cijene
vezane imovine (1.5 <S§; < 2.5) i roka dospijeca (0.05 <T< 1). Parametri su: izvrsna cijena K = 2, volatilnost o =

0,4 i kamatna stopa r = 0,05
ZAKLJUCAK

"Grei" obezbjeduju najbolji nacin da se izvrzi analiza formule za vrednovanje finansijskih derivata, kao §to je Black-
Scholes-ova formula. Njihova znacajnost je u tome §to se koriste prilikom formiranja strategije zastite portfolija. U
praksi, delta zastita velikog broja portfolija vrsi se na dnevnoj osnovi, dok se vrijednosti za vega i gamma redovno prate
i vodi se racuna da one nisu velike, a vega i gamma strategije zastite sprovode se onda kada je to neophodno. To iz
razloga $to mnogi investitori ne mogu sebi priustiti da se izlazu visokim transakcionim troskovima zastite koji bi
portfolio strategiju uéinili izrazito skupom. S druge strane, rho i thetha porftolija se samo redovno prate, ali oni nisu u
funkciji parametara zastite portfolija.
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